Lecture 2:
Reaction-diffusion waves



Fisher — KPP equation (1937)
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Global convergence to waves

u(x,t) = w(x-ct) w’+cw + F(w)=0
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Zeldovich — Frank-Kamenetskii
(1938)




Mathematlcal aﬁalysm scalareqﬁatlon (19SOS
— 1980s)
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Wave existence: scalar equation






Si la solution de cette équation avec la condition initiale u(0) = g converge vers u = 0 quelque
soit up suffisamment petit, alors on dit que le point stationnaire v = 0 est stable. Si dans n’importe
quel voisinage de u = 0 il existe uq tel que la solution de I'équation (4.4) ne converge pas vers ce
point stationnaire, alors il est non stable. 11 est facile a vérifier que u = 0 est stable si F'(0) < 0 et
non stable si F'(0) > 0. Les mémes définitions s’appliquent a u = 1.

Quand on cherche une onde avec les conditions (4.3) a I'infinie, on distingue trois case : monos-
table - un point est stable par rapport a I'équation (4.4) et I'autre non stable (Figure 6, a gauche)
. bistable - les deux points sont stables (Figure 6, a droite) ; non stable - les deux points sont non
stables. L'existence et les propriétés des ondes dans ces trois cas sont différentes.
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Existence theorem

Theorem 1. In the monostable case with a positive
function F(u) the waves exist for all values of the speed
greater than or equal to the minimal speed.






xercices. Valeurs propres des matrices 2x2.



xercice. Les valeurs propres et les types du point stationnaire d’un systéme 2x2.









Théoreme 3.1. Il existe une valeur ¢ > 0 telle que quelque soit ¢ > ¢q 1l existe une solution du
probleme (4.2), (4.3) décroissante par rapport a . Pour ¢ < ¢ une telle solution n’existe pas.

Démonstration. Nous avons démontré I'existence de telles solutions pour ¢ suffisamment grand.
Supposons maintenant ¢ une telle solution existe pour une certaine valeur ¢ = ¢;. Dans ce cas,
nous allons vérifier qu’elles existent pour tout ¢ > ¢;.

Notons p;(w) la fonction correspondant a la trajectoire qui connecte les points (1,0) et (0,0)
pour ¢ = 1. Etduions la direction des trajectoires du systeme (4.5) pour ¢ = ¢, > ¢4 sur la ligne
(w, p1(w)). Nous avons

s o — w — —c = _C = = UJ .
T ’ pr(w) 1 pi(w) "
Cela dit que la direction des trajectoires est telle comme elle est montrée sur la Figure 8. Par

conséquent, la trajectoire sortante de (1,0) pour ¢ = ¢; reste enfermée entre la trajectoire pour
¢ = ¢; etlaligne p = 0. Elle doit donc nécessairement aller vers (0, 0).




Figure 8: La trajectoire sortante de (1,0) pour ¢ = ¢, reste plus haut que la solution pour ¢ = ¢;.

Nous avons donc démontré qu’il existe une valeur ¢y telle que les solutions du probleme (4.2),
(4.3) existent pour ¢ > ¢. Il reste a démontrer que la solution existe pour ¢ = ¢y et que ¢ > ¢q
(continuité de solution par rapport a parametre)
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Rappelons que cette équation décrit la propagation d’une population, la croissance de tumeur
et d’autres applications. On peut donc déterminer la vitesse de cette propagation. Il y a ici,
cépendant, une question importante. Nous avons démontré 1'existence d’onde pour toutes les
vitesses supérieures ou €gales a la vitesse minimale ¢y. Quelle est donc la vitesse de propaga-
tion qu’on observe dans les applications, est-ce ¢g ou une autre vitesse plus grande ?




Fw)<0, 0<w<wy, Fw)>0, wo<w<1, F'(0)<0, F'(1)<0. (4.8)

Théoreme 3.2. Si les conditions (4.8) sont satisfaite, alors il existe une et une seule valeur de ¢
pour laquelle il existe une solution du probleme (4.2), (4.3).




- -
= I
"
=

T PR
rd-' -
I

= ]
Py
Ll
—fun

r

a

"
N
-
o
i
-,

L 1 =
G
4._“:;: o)
l"

Tt

aet )

Ry

BT b
S T
1
i i :h‘__
8 e r'"—"-'

Wi Y
J't ;.

Existence theorem

Theorem 2. In the bistable case (condition on F(u)) the
wave exists for a unique value of speed.



On considere ensuite une trajectoire entrant a (0,0) du demi-plan p < 0 (il y en a une seule).
Notons #(¢) la fonction qui montre I'intersection de cette trajectoire avec la ligne w = wy. Cette
fonction est decroissante.

L'equation ¢(c) = 1(¢) donne la trajectoire qui sorte de (1,0) et arrive vers (0,0). Il existe au
plus une seule solution de cette équation.
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Reactlon d1ffus1on systems
monotone systems

Ju 0%u 0 F;
=d— + F !
ot dx? + Flu) O

>0, i#]

Bistable: existence, uniqueness,
u2 convergence to waves, minimax
representation of the speed

Monostable: existence for c>=c0,
stability, minimax representation of
the minimal wave speed
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Examples and applications
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Figure 1. Representative examples of chaotic states of cellular
tlames: a) an ordered state, b) a disordered state, ©)
intermittently ordered state, and d) pulsating-cellular state.

M. Gorman, et al.
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Other examples of reaction-diffusion
waves: excitable medium

A. Zhabotinskii.
Concentrational auto-
oscillations. 1974.



Population dynamics

Propagation of dominant gene
Competition of species
Prey-predator

Theory of speciation



o Breslau

Skellam, 1951

Model: KPP



Population dynamics

Single species

Ou 0%
E=d@+ﬁ’(u)

Competition of species

P P ™~ U

F(u)=u(1-u) — asexual reproduction

F(u)=u"2(1-u)-bu — sexual reproduction



ical applications: tumor growth






Atherosclerosis
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A model of iImmune response:

Delay RD equation

Immune response:

Time delay
Growth for small load
Decay for large load

Local virus concentration in the tissue (lymph node, spleen)



I
Virus spread without time delay

F(v)

Three regimes
of infection
spreading:

Low dose
High dose
Low-High dose
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Complete problem (num simulations)
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